Isomorphismes entre des espaces de mesures \`a valeurs vectorielles by Daher, Mohammad
ar
X
iv
:1
60
3.
08
97
9v
1 
 [m
ath
.FA
]  
29
 M
ar 
20
16
ISOMORPHISMES ENTRE DES ESPACES DES
MESURES A` VALEURS VECTORIELLES
DAHER MOHAMMAD
Abstract. Soient (Ω1,F1,µ1) (Ω2,F2, µ2) deux espaces de
probabilite´s, 1 ≤ p ≤ +∞ et X un espace de Banach. Dans ce
travail on montre que Lp(µ
1
, X), V Bp(µ
1
, X), cabv(µ
1
, X) sont
isomorphes aux Lp(µ
2
, X), V Bp(µ
2
, X), cabv(µ
2
, X) respective-
ment, si L1(µ
1
) est fortement isomorphe a` L1(µ
2
).
Abstract. Let (Ω1,F1, µ1), (Ω2,F2, µ2) two probabilty spaces,
1 ≤ p ≤ +∞ and X a Banach space. In this work we show that
Lp(µ
1
, X), V Bp(µ
1
, X), cabv(µ
1
, X) are isomorphics to Lp(µ
2
, X),
V Bp(µ
2
, X), cabc(µ
2
, X) respectively, if L1(µ
1
) is strongly isomor-
phic to L1(µ
2
).
Inroduction.
Soient (Ω,F , µ) un espace de probabilte´ et X un espace de Banach
dont le dual est note´ X∗.
On note Lp(µ,F , X) = Lp(µ,X) l’espace des classes de fonctions:
Ω → X, F -fortement mesurables et de puissance p − ie`me inte´grable,
1 ≤ p < +∞ (resp. borne´es si p = +∞).
M(Ω, X) de´signe l’espace des mesures a` variation borne´e: (Ω,F)→
X, cabv(µ,F , X) = cabv(µ,X) de´signe le sous-espace de M(Ω, X)
forme´ des mesures ν absolument continues par rapport a` µ.
V Bp(µ,F , X) = V Bp(µ,X), 1 < p ≤ +∞, de´signe l’espace des
ope´rateurs T : Lq(µ) → X (q est le conjugue´ de p) tels qu’il existe
gT ≥ 0 dans Lp(µ), ve´rifiant
‖Tf‖X ≤
∫
Ω
|f(ω)| gT (ω)dµ(w), f ∈ Lq(µ),
avec la norme
‖T‖V Bp(µ,X) = inf
{∥∥gT∥∥
Lp
}
.
V B∞(µ,X) coincide avec l’espace des ope´rateurs borne´s: L1(µ) →
X.
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Soit ψ ∈ Lp(µ,X). On de´finit l’ope´rateur Tψ : L
q(µ) → X, par
Tψ(f) =
∫
Ω
f(ω)ψ(ω)dµ(ω), f ∈ Lq(µ). D’apre`s [Dieu, lemme 2], [Du,
p.98] l’ope´rateur: ψ ∈ Lp(µ,X)→ Tψ ∈ V B
p(µ,X) est un isome´trie.
D’autre part, on a isome´triquement V Bp(µ,X∗) = [Lq(µ,X)]∗ , d’apre`s
l’identification entre V Bp(µ,X∗) et les mesures a` p−variation borne´e
a` valeurs dans X∗ [Bl, p.349], [Din, chap.II-13-3, coroll.1].
Soient F ′ une sous-tribu de F et p ∈ [1,∞] . On note UpF ′ : L
p(µ)→
Lp(µ,F ′) l’ope´rateur de´finie par UpF ′(f) = E(f | F
′), f ∈ Lp(µ). Nous
rappelons que UpF ′ est un ope´rateur positif (contractant) sur L
p(µ), par
conse´quent |UpF ′f | ≤ U
p
F ′ |f | , presque-partout.
Soient Y un sous-espace de Banach de X et x ∈ X. On de´signe par
[x] l’image de x dans l’espace quotient X/Y.
Pour tout x ∈ X et tout x∗ ∈ X∗ on note (x, x∗) = x∗(x).
Soient I un ensemble et U un ultrafiltre sur I. Conside´rons l’espace
ℓ∞(I,X) muni de la semi-norme suivante:
n((xi)i∈I) = lim
U
‖xi‖X , (xi)i∈I ∈ ℓ
∞(I,X).
NotonsN = {(xi)i∈I ∈ ℓ
∞(I,X); n((xi)i∈I) = 0} etX
I/U = [(ℓ∞(I,X))] /N .
D’apre`s [St], XI/U est un espace de Banach .
Dfinition 1. Soit X, Y deux espaces de Banach. On dit que Y est
finiment repre´sentable dans Y, si pour tout sous-espace de Banach F de
Y de dimension finie et tout ε > 0, il existe un sous-espace F1 de X de
dimension finie et un isorphisme U : F → F1 ve´rifiant ‖U‖×‖U
−1‖ ≤
1 + ε.
D’apre`s [Beau], Y est finiment repre´sentable dans Y si et seulement
s’il existe un ensemble I et un ultrafiltre U sur I tel que Y se plonge
isome´triquement dans XI/U .
Proposition 1. Il existe un ensemble I et un ultrafiltre U sur I tels
que pour tout Banach X et tout p ∈ ]1,+∞[ il existe un ope´rateur
d’isome´trie H : V Bp(µ,X) → [Lp(µ,X)]I /U tel que Hψ =
[
ψ˜
]
, pour
toute ψ ∈ Lp(µ,X), ou` ψ˜(i) = ψ, ∀i ∈ I.
De´monstration.
Nous reprenons l’argument bien connu pour montrer que Lq(µ) a la
proprie´te´ de l’approximation me´trique.
Conside´rons I = {F ′; F ′est une sous-tribu finie de F} ordonne´ par
l’inclusion.
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De´signons par U l’utrafiltre engendre´ par cette relation d’ordre. Soient
T ∈ V Bp(µ,X) et i∈I . L’ope´rateur T ◦ U qi est du rang fini, donc il
existe ψTi ∈ L
p(µ,X) telle que T ◦ U qi (f) =
∫
Ω
f(ω)ψTi (ω)dµ(ω) pour
toute f ∈ Lq(µ).
Etape1: Montrons que pour tout i ∈ I,
∥∥ψTi ∥∥Lp(µ,X) ≤ ‖T‖V Bp(µ,X) .
Il existe gT ≥ 0 dans Lp(µ) telle que ‖T‖V Bp(µ,X) =
∥∥gT∥∥
Lp(µ)
et
‖Tf‖X ≤
∫
Ω
|f(ω)| gT (ω)dµ(ω), ∀f ∈ Lq(µ). Il en re´sulte que
‖T ◦ U qi f‖X ≤
∫
Ω
|U qi f(ω)| g
T (ω)dµ(ω) ≤
∫
Ω
U qi |f | (ω)g
T (ω)dµ(ω) =
∫
Ω
|f(ω)|
[
(U qi )
∗(gT )
]
(ω)dµ(ω), ∀f ∈ Lq(µ).
Cela implique que
∥∥ψTi ∥∥Lp(µ,X) ≤ ∥∥(U qi )∗gT∥∥Lp(µ) ≤ ∥∥gT∥∥Lp(µ) = ‖T‖V Bp(µ,X) .
Etape 2: Montrons que pour toute f ∈ Lq(µ) U qi f →
U
f dans Lq(µ).
Soient f ∈ Lq(µ) et ε > 0. Il existe F ′ ∈ I et f ′ ∈ Lq(µ,F ′) tels que
‖f ′ − f‖Lq(µ) < ε, donc pour tout i ≥ F
′ on a
‖U qi f − f‖Lq(µ) ≤ ‖U
q
i f
′ − f‖Lq(µ) + ‖U
q
i (f
′ − f)‖Lq(µ) ≤
‖f ′ − f‖Lq(µ) + ‖f
′ − f‖Lq(µ) ≤ 2ε,
car U qi f
′ = f ′.
Etape 3: Montrons que ‖T‖V Bp(µ,X) ≤ limU
∥∥ψTi ∥∥Lp(µ,X) .
Pour toute f ∈ Lq(µ) on a T ◦ U qi (f) =
∫
Ω
f(ω)ψi(ω)dµ(ω), donc
‖T ◦ U qi (f)‖X ≤
∫
Ω
|f(ω)|
∥∥ψTi (ω)∥∥X dµ(ω).D’autre part, la suite (∥∥ψTi ∥∥X)i∈I
est borne´e dans Lp(µ) d’apre`s l’e´tape 1, par conse´quent il existe ϕT ∈
Lp(µ) telle que
∥∥ψTi ∥∥X →U ϕT σ(Lp(µ), Lq(µ)). L’e´tape 2 nous montre
que T ◦U qi (f)→
U
Tf dans X , donc ‖Tf‖ ≤
∫
Ω
|f(ω)|ϕT (ω)dµ(ω), ∀f ∈
Lq(µ). On en de´duit que ‖T‖V Bp(µ,X) ≤
∥∥ϕT∥∥
Lp(µ)
≤ limU
∥∥ψTi ∥∥Lp(µ,X) .
Etape 4: Soit ψ ∈ Lp(µ,X) . Montrons que ψ
Tψ
i →
U
ψ dans Lp(µ,X).
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Pour tout i = F ′ ∈ I et toute f ∈ Lq(F ′, µ) on a
Tψ ◦ U
q
i (f) =
∫
Ω
U qi (f)(ω)ψ(ω)dµ(ω) =∫
Ω
f(ω)ψ(ω)dµ(ω).
D’autre Tψ ◦ U
q
i (f) =
∫
Ω
f(ω)ψ
Tψ
i (ω)dµ(ω), par conse´quent pour
toute f ∈ Lq(F ′, µ) on a
∫
Ω
f(ω)ψ(ω)dµ(ω) =
∫
Ω
f(ω)ψ
Tψ
i (ω)dµ(ω),
c’es- a`-dire que ψ
Tψ
i = E(ψ | F
′). Donc ψ
Tψ
i →
U
ψ dans Lp(µ,X).
On de´finit l’ope´rateur V : V Bp(µ,X) → [Lp(µ,X)]I /U , par V T =[
(ψTi )i∈I
]
. Il est e´vident d’apre`s l’e´tape 4, que V ψ =
[
ψ˜
]
pour toute
ψ ∈ Lp(µ,X).
Corollaire 1. Pour tout BanachX, V Bp(µ,X) est finiment repre´sentable
dans Lp(µ,X).
Proposition 2. Il existe un ensemble I et un ultrafiltre U sur I tel que
pour tout espace de Banach X, il existe un isome´trie H : cabv(µ,X)→
[L1(µ,X)]
I
/U tel que Hψ =
[
ψ˜
]
pour toute ψ ∈ L1(µ,X), ou` ψ˜(i) = ψ,
∀i ∈ I.
De´monstration.
Soit ν ∈ cabv(µ,X). Pour tout i ∈ I = {F ′; F ′ est une tribu finie de F }
notons νi = ν |i ∈ cabv(i, µ,X). Il existe fi ∈ L
1(i, µ,X) qui repre´sente
la mesure νi. Il est e´vident que limU ‖fi‖L1(µ,X) ≤ ‖ν‖ .
Montrons l’ine´galite´ inverse.
Comme |ν| est absoluement continue par rapport a` µ, il existe une
densite´ g ∈ L1(µ) telle que d |ν| = gdµ. Fixons ε > 0. Il existe des sous-
ensembles B1, ...., Bn de F tel que ‖ν‖ = |ν| (Ω) <
∑
i≤n
‖ν(Bi)‖ + ε ≤
|νi(Ω)|+ ε, ou` i est la tribu engendre´e par B1, ..., Bn. Il en re´sulte que
‖ν‖ = |ν| (Ω) < |νi(Ω)|+ε ≤ ‖fi‖L1(µ,X)+ε = ‖fi′‖L1(µ,X)+ε pour tout
i′ ≥ i. Donc on a l’ine´galite´ inverse, par conse´quent V est un isome´trie.
Soient ψ ∈ L1(µ,X) et i = F ′. On remarque que ψi = E(f | F
′),
ceci implique que ψi → ψ dans L
1(µ,X), c’est-a`-dire V ψ =
[
ψ˜
]
.
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Corollaire 2. Pour tout BanachX, cabv(µ,X) est finiment repre´sentable
dans L1(µ,X).
Corollaire 3. Pour tout BanachX, M(Ω, X) est finiment repre´sentable
dans L1(µ,X).
De´monstration.
Soit E un espace de dimension finie dans M(Ω, X). Il existe une
mesure µ positive telle que E se plonge isome´triquement dans cabv(µ,X).
Pour conclure, il suffit d’appliquer le corollaire 2.
Dfinition 2. Soient (Ω1,F1, µ1),(Ω2,F2, µ2) deux espaces de proba-
bilite´s. On dit que L1(µ1) est fortement isomorphe a` L
1(µ2), s”il existe
un isomorphisme U : L1(µ1)→ L
1(µ2) tel que U
∗ ◦ U = IL∞(µ
1
).
Proposition 3. Soient (Ω1,F1, µ1),(Ω2,F2, µ2) deux espaces de proba-
bilte´s et X un espace de Banach. Supposons que L1(µ1) soit fortement
isomorphe a` L1(µ2). Alors
I) Lp(µ1, X) est isomorphe a` L
p(µ2, X), pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.
II) V Bp(µ1, X) est isomorphe a` V B
p(µ2, X), pour tout 1 < p ≤ ∞.
II) cabv(µ1, X) est isomorphe a` cabv(µ2, X).
De´monstration.
I).
Comme L1(µ1, X) = L
1(µ1)⊗̂X et L
1(µ2, X) = L
1(µ2)⊗̂X , alors
L1(µ1, X) est isomorphe a` L
1(µ2, X). En remplac¸ant X par X
∗ on a
L1(µ1, X
∗) est isomorphe a` L1(µ2, X
∗), par dualite´ on voit que [L1(µ1, X
∗)]
∗
est isomorphe a` [L1(µ2, X
∗)]
∗
.
Observons que L1(µ1, X) et [L
1(µ1, X
∗)]
∗
se plongent continuˆment
dans [L∞(µ1, X
∗)]∗ , par conse´quent (L1(µ1, X), [L
1(µ1, X
∗)]
∗
) est un
couple d’interpolation au sens de [Ber-Lof].
Etape 1: Soit f ∈. Montrons que L1(µ1, X) ∩ [L
1(µ1, X
∗)]
∗
=
L∞(µ1, X).
Il est clair que L∞(µ1, X) ⊂ L
1(µ1, X) ∩ [L
1(µ1, X
∗)]
∗
. Montrons
l’inclusion inverse.
Soit f ∈ L1(µ1, X) ∩ [L
1(µ1, X
∗)]
∗
. Il existe u ∈ [L1(µ1, X
∗)]
∗
telle
que 〈f, g〉 = 〈u, g〉 pour toute g ∈ L∞(µ1, X
∗). Il en re´sulte qu’il existe
une constante Cf > 0 telle que pour toute g ∈ L
∞(µ1X
∗)
|〈f, g〉| ≤ Cf ‖g‖L1(µ
1
,,X∗) . (0.1)
SoientX1 un sous-espace de Banach se´parable deX tel que f est µ1−
presque−partout a` valeurs dans X1 et (x
∗
j)j≥0 une suite pre´faiblement
dense dans la boule unite´ de (X1)
∗.
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Notons pour tout j ∈ N hj = (f, x
∗
j ). D’apre`s (0.1), pour toute
r ∈ L∞(µ1) nous avons
|〈hj , r〉| =
∣∣〈f, r ⊗ x∗j〉∣∣ ≤ Cf ‖r‖L1(µ
1
) . (0.2)
La relation (0.2) nous montre que
∣∣〈f(ω), x∗j〉∣∣ ≤ Cf pour presque
tout ω ∈ Ω1, donc ‖f(ω)‖X = supj≥0
∣∣f 〈(ω), x∗j〉∣∣ ≤ Cf pour presque
tout ω ∈ Ω1. Cette ine´galite´ implique que f ∈ L
∞(µ1, X).
Conside´rons F1 : L
1(µ1, X) → L
1(µ2, X) l’isomorphisme tel que
F1f ⊗x = Uf ⊗x, f ∈ L
1(µ1), x ∈ X et F2 : L
1(µ1, X
∗)→ L1(µ2, X
∗)
l’isomorphisme tel que F2(f ⊗ x
∗) = Uf ⊗ x∗, f ∈ L1(µ1), x
∗ ∈ X∗.
Etape 2: Soit f ∈ L1(µ1, X)∩[L
1(µ1, X
∗)]
∗
.Montrons que [(F2)
∗]−1 f =
F1(f).
Il suffit de montrer que
〈
[(F2)
∗]−1 f, F2(g
〉
= 〈F1f, F2g〉 pour toute
g ∈ L∞(µ1)⊗X
∗.
Conside´rons g = h⊗ x∗, h ∈ L∞(µ1), x
∗ ∈ X∗. Il est clair que〈
[(F2)
∗]−1 f, F2(h⊗ x
∗
〉
= 〈f, h⊗ x∗〉 (0.3)
.
Supposons que f =
∑
k≤n
fk ⊗ xk ∈ L
∞(µ1)⊗X. Observons que
〈F1(f), F2(g ⊗ x
∗〉 =
∑
k≤n
〈F1fk ⊗ xk, Uh⊗ x
∗〉
=
∑
k≤n
〈Ufk ⊗ xk, Uh⊗ x
∗〉 =
∑
k≤n
〈(U∗ ◦ Ufk)⊗ xk, h⊗ x
∗〉
=
∑
k≤n
〈fk ⊗ xk, h⊗ x
∗〉 =
〈∑
k≤n
fk ⊗ xk, h⊗ x
∗
〉
= 〈f, h⊗ x∗〉 .
Donc
〈F1(f), F2(g ⊗ x
∗〉 = 〈f, h⊗ x∗〉 (0.4)
Soit maintenant f ∈ L∞(µ1, X). Il existe une suite (fn)n≥0 dans
L∞(µ1) ⊗ X telle que fn →
n→+∞
f fortement dans L1(µ1, X). D’apre`s
(0.3) et (0.4) 〈F1(fn), F2(g ⊗ x
∗〉 = 〈fn, h⊗ x
∗〉 . D’autre part,
〈F1(fn), F2(h⊗ x
∗〉 = 〈fn, (F1)
∗F2h⊗ x
∗〉 →
n→+∞
〈f, (F1)
∗F2h⊗ x
∗〉 =
〈F1(f), F2(h⊗ x
∗〉 et 〈fn, h⊗ x
∗〉 → 〈f, h⊗ x∗〉 . Par conse´quent
〈
[(F2)
∗]−1 f, F2(h⊗ x
∗
〉
=
〈F1f, F2h⊗ x
∗〉 .
Il en re´sulte que pour toute f ∈ L1(µ1, X) ∩ [L
1(µ1, X
∗)]
∗
et toute
g ∈ L∞(µ1)⊗X
∗
〈
[(F2)
∗]−1 f, F2g
〉
= 〈F1(f), F2g〉 .
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Soient maintenant p ∈ ]1,+∞[ et θ = 1/p. D’apre`s [Ber-Lof, th.4.7.2]
et l’e´tape 1 on a
(L1(µ1, X),
[
L1(µ1, X
∗)
]∗
)θ =
(L1(µ1, X), L
1(µ1, X) ∩
[
L1(µ1, X
∗)
]∗
)θ =
(L1(µ1, X), L
∞(µ1, X))θ.
En utilisant [Ber-Lof, th.5.2.1] on voit que (L1(µ1, X), L
∞(µ1, X))θ =
Lp(µ1, X). Par conse´quent
(L1(µ1, X), L
1(µ1, X) ∩
[
L1(µ1, X
∗)
]∗
)θ = L
p(µ1, X). (0.5)
De meˆme on a
(L1(µ2, X), L
1(µ2, X) ∩
[
L1(µ2, X
∗)
]∗
)θ = L
p(µ2, X). (0.6)
D’autre part d’apre`s l’e´tape 2 (L1(µ1, X), L
1(µ1, X)∩ [L
1(µ1, X
∗)]
∗
)θ
est isomorphe a` (L1(µ2, X), L
1(µ1, X)∩[L
1(µ2, X
∗)]
∗
)θ isomorphiquement.
D’apre`s (0.5) et (0.6), Lp(µ1, X) = L
p(µ2, X) isomorphiquemet.Finalement
d’apre`s l’e´tape 2 L∞(µ1, X) est isomorphe a` L
∞(µ2, X).
II).
Notons I = {Σ1; Σ1 est une sous-tribu finiedeF1} .
Soient p ∈ ]1,∞] et U : Lq(µ1) → L
q(µ2), Fq : L
q(µ1, X) →
Lq(µ2, X) deux isomorphismes. Fixons T ∈ V B
p(µ1, X).D’apre`s l’e´tape
2 de la proposition 1, il existe une suite de martingale (ψi,T )i∈I L
q −
borne´e a` valeurs dans X telle que limU
∫
Ω1
f(ω1)ψi,T (ω1)dµ1(ω1) existe
pour tout f ∈ Lq(µ1).
Soit f ∈ Lq(µ2). Montrons que limU
∫
Ω2
f(ω2)Fqψi,T (ω2)dµ2(ω2) ex-
iste.
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Il existe B1, ..., Bn ∈ i, x1, ..., xn ∈ X tel que ψi,T =
∑
k≤n
XBk ⊗ xk,
donc Fqψi,T =
∑
k≤n
UXBk ⊗ xk. On a alors
∫
Ω2
f(ω2)Fqψi,T (ω2)dµ2(ω2) =
∫
Ω2
f(ω2)
∑
k≤n
UXBk(ω2)⊗ xkdµ2(ω2)
=
∫
Ω1
U∗f(ω1)
∑
k≤n
XBk(ω1)⊗ xkdµ1(ω1)
=
∫
Ω1
U∗f(ω1)ψi,T (ω1)dµ1(ω1).
Donc limU
∫
Ω2
f(ω2)Fqψi,T (ω2)dµ2(ω2) existe. On de´finit l’ope´rateur
LT : L
q(µ2)→ X, par
LT (f) = lim
U
∫
Ω2
f(ω2)Fqψi,T (ω2)dµ2(ω2) , f ∈ L
q(µ2).
Soit T ∈ V Bp(µ1, X).D’apre`s l’e´tape 1 de la proposition 1 ‖LT‖V Bp(µ
2
,X) ≤
limU
∥∥Fqψi,ψ∥∥Lq(µ
2
,X)
≤ ‖Fq‖ × ‖T‖V Bp(µ
2
,X) .
De´finissons l’ope´rateur G : V Bp(µ1, X)→ V B
p(µ2, X), par G(T ) =
LT , T ∈ V B
p(µ1, X). Il est clair que G est injectif et surjectif. Comme
il est continue G est un isomorphisme.
III).
D’apre`s [Din], il existe un compact de Hausdorff Kl et une mesure
de probabilite´ αl sur Kl, l = 1, 2 tels que L
1(µl, X) = L
1(Kl, αl, X) et
cabv(µl, X) = cabv(Kl, αl, X) isome´triquement, l = 1, 2. On peut donc
supposer que Ω1 et Ω2 sont des compacts de Hausdorff
Soient maintenant U : L1(µ1)→ L
1(µ2) et F1 : L
1(µ1, X)→ L
1(µ2, X)
les deux isomorphismes pre´ce´dents. Choisissons ν ∈ cabv(µ,X). La
de´monstartion de la proposition 2 nous montre qu’il exisite une suite
de matringale (ψi,ν)i∈I L
1 − borne´e a` valeurs dans X telle que ‖ν‖ =
limU
∥∥ψi,ν∥∥L1(µ,X) .
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On de´finit l’ope´rateur Lv : C(Ω2)→ X , par Lν(f) = limU
∫
Ω2
f(ω2)Fqψi,ν(ω2)dµ2(ω2)
(par un argument analogue a` celui de II, on montre que limU
∫
Ω2
f(ω2)Fqψi,ν(ω2)dµ2(ω2)
existe).
Etape 1: Montrons que Lν est un ope´rateur 1-sommant.
Il existe une mesure positive βν sur Ω2 telle que
∥∥Fqψi,ν∥∥X dµ2 →U βν
σ(M(Ω2), C(Ω2)). On a alors
‖Lνf‖X ≤ limU
∫
Ω2
|f(ω2)|
∥∥Fqψi,ν(ω2)∥∥X dµ2(ω2) = ∫
Ω2
|f(ω2)| dβν(ω2).
Ceci entraˆıne que Lν est 1-sommant.
Notons aν la mesure de´fini par Lν . D’apre`s [Du] αν ∈M(Ω2, X).
Etape 2: Montrons que αν ∈ cabv(µ2, X).
Il suffit de montrer que pour tout x∗ ∈ X∗, (LT , x
∗) est absolument
continue par rapport a` µ2.
Soit x∗ ∈ X∗. Remarquons par la construction de Fq que pour tout
i ∈ I (Fqψi,ν , x
∗) = (U
[
(ψi,ν , x
∗)
]
. Ceci implique que
(Lνf, x
∗) = lim
U
∫
Ω2
f(ω2)(Fqψi,ν(ω2), x
∗)dµ2(ω2)
= lim
U
∫
Ω2
f(ω2)U(ψi,ν , x
∗)(ω2)dµ2(ω2).
D’autre part, (ν, x∗) ∈ L1(µ1), donc (ψi,ν , x
∗)→
U
(ν, x∗) dans L1(µ1).
D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a
(Lνf, x
∗) =
∫
Ω2
f(ω2)U(ν, x
∗)(ω2)dµ2(ω2),
il en re´sulte que pour tout A ∈ F2, on a
(Lν(A), x
∗) =
∫
A
U(ν, x∗)(ω2)dµ2(ω2).
On de´duit que (Lν , x
∗) est absolument continue par rapport a` µ2.
Par un argument analogue a` celui de II, on montre que lope´rateur
ν ∈ cabv(µ1, X)→ Lν ∈ cabv(µ2, X) est un isomorphisme.
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